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Objectifs

Motivations / Objectifs

m complexification des preuves mathématiques

m complexification des domaines mathématiques

— vérification mécanique des preuves
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Objectifs Curry—Howard Formalisation Conclusion

Motivations / Objectifs

m complexification des preuves mathématiques
m complexification des domaines mathématiques

— vérification mécanique des preuves

Objectifs du stage

m se familiariser avec un systéme interactif de preuves

m pour démontrer des théorémes mathématiques (non triviaux)

— théorémes de points fixes dans les treillis avec Coq
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Curry—Howard

Sommaire

Curry, Howard et Coq
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Curry—Howard

Curry, Howard et Coq

Déduction naturelle minimale

Ael rAFB rMN-A—B THA
— hyp —— —
M- A r-A—B r-B
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Curry—Howard

Curry, Howard et Coq

Déduction naturelle minimale

Ael AEB r’'FA—-B THA
hyp — e
rA rNFA— B =B
A-calcul typé minimal
(x:A)erl MNx:A-t:B rN-f:A—-B TEx:A
var A app
MTEx:A rEXxxAt:A— B F(fx):B
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Curry—Howard

Curry, Howard et Coq

A-calcul typé minimal

(x:A)erl Mx:AFt: B rEf:A—=B TkEx:A
var A app
TEx:A TEXAt:A— B FE(fx):B
Type;
Typeo
Set Prop

spécifications  propositions

A-termes
preuves ou
programmes
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Curry—Howard

Curry, Howard et Coq

A-calcul typé minimal

(x:A)erl Mx:AFt: B rEf:A—=B TkEx:A
var A app
TEx:A TEXAt:A— B FE(fx):B
Type;
Typeo

- P Types dépendants

I | [FA:s T[La:A-B:s
spécifications  propositions Prod(s,s’,s")
NN-Va:AB:s"

A-termes
preuves ou
programmes
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Curry—Howard

Curry, Howard et Coq

Abstraction généralisée

(x:A)erl MNx:AFt: B Ft:Vv:AB MEx:A
— var A A app
rN-x:A M= Xx".t:vx:AB Mt x:Blv+« x]

Type;

Typeo

i Prop Types dépendants

| | FA:s Ta:AFB:s
spécifications  propositions Prod(s,s’,s")
N-Va:AB:s"

A-termes
preuves ou
programmes
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Objectifs Curry—Howard Formalisation Conclusion

Curry, Howard et Coq

Abstraction généralisée

(x:A)erl Mx:AFt: B Fr-t:vv:AB NM=x:A
—var " A app
lr-x:A M= Xx".t:vx:AB It x:Blv«— x]

Types dépendants

Fr’FA:s Ma:AFB:s

Prod(s,s’,s")
-Va:AB:s"”
(Set,Set,Set) V x : Z, nat Z — nat
(Set,Type,Type) nat — Prop prédicat
(Type,Prop,Prop) VP : Prop, P — P imprédicativité
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Formalisation

Sommaire

Formalisation
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Formalisation

Organisation

Setoid

Sets
QuasiCompleteLattices

lepomtblN\maScts

KnasterApplication  SimpleFixedPoints Tarski Colson = MuCalculusNotations| | FullTarski

2924 lignes de code
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Formalisation

Organisation

Setoid

Sets
QuasiCompleteLattices

lepomtka\maScts

KnasterApplication  SimpleFixedPoints Tarski Colson = MuCalculusNotations| | FullTarski

5 jours (de 8h) pour formaliser une page (Barendregt)
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Objectifs ) 2 Conclusion

Démonstration
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Objectifs Curry—Howard Formalisation Conclusion

Les notations

symbole niveau associativité  portée(s)

F <G 95 no type_scope
F VG 85 right type_scope
F AG 80 right type_scope
| 75 right type_scope
a=>b 70 no type_scope
m< n 70 no nat_scope
m>n 70 no nat_scope
m <n 70 no nat_scope
m >n 70 no nat_scope
m+ n 50 left nat_scope
m-n 50 left nat_scope
m % n 40 left nat_scope
m/n 40 left nat_scope
m A n 30 right nat_scope
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Formalisation

La dualité

Si (2, <, A\, V) est un treillis complet, alors (€2, >,\/, \) est un
treillis complet.
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Objectifs Curry—Howard Formalisation Conclusion

La dualité

Si (2, <, A\,V) est un treillis complet, alors (€2,>,\/, /) est un
treillis complet.

Conséquences

Si VL, P(L), alors VL, P?(L)

ou L treillis complet, et
P? obtenue de P en remplacant < par >, A par \/, \/ par A\ et
réciproquement.
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A{x; 8(x) ~9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) =~ x} =~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléeme

A{x; 8(x) ~9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x; 8(x) ~ x} =~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

Remarque préliminaire :
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A0{x; 8(x) =9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) ~ x} ~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

Remarque préliminaire :

x~dy Dgﬂ*xgdy/\ygdx
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A {x;0(x) =9 x} = fixpy, 6(x) et
V{x;d(x) =~ x} ~ Fixpy, d(x) ne correspondent pas.

Remarque préliminaire :

x:dy Dgﬁ*xgdy/\ygdx
D%XZy/\ny
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme
A0{x; 8(x) =9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) ~ x} ~ Fixpx, 0(x) ne correspondent pas.
Remarque préliminaire :
x:dy Dgﬂ*xgdyAyde

DEEXZy/\yZX
iy SxAx<y
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A {x;0(x) =9 x} = fixpy, 6(x) et
V{x;d(x) ~ x} ~ Fixpx, 0(x) ne correspondent pas.

Remarque préliminaire :

x:dy Dgﬂ*xgdyAyde
DEEXZy/\yZX
iy SxAx<y

=55y > X
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme
A{x; 8(x) ~9 x} ~9 fixpy, 6(x) et
VA{x; d(x) ~ x} =~ Fixpyx, d(x) ne correspondent pas.

( N\ D6 8(x) = x} =~ fixps, 5(x))d
— A4 3(x) 2 x} =4 N 3(x) <9 x}
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A{x; 8(x) ~9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) ~ x} =~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

</\{X; 6(x) =~ x} ~ fixpx,é(X)>d

= A 8(x) = x = A%{xi6(x) <9 x}
> A9{x; 8(x) <9 x} ~ N{x; 0(x) ~9 x}
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A0{x; 8(x) =9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) ~ x} ~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

(/\{x; 0(x) ~ x} ~ fixpx,é(x))d

= /\ {x:0(x) 2 x} ~ /\d{X:5(X) <7 x}
> A%fx; 5(X) <9 x} =~ A\¥{x; 6(x) =7 x}
> V{xix <6(x)} = V{x;x = d(x)}
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléme

A0{x; 8(x) =9 x} ~9 fixpy, 5(x) et
VA{x;0(x) ~ x} ~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

(/\{x; 0(x) ~ x} ~ fixpx,é(x))d

= N9 8(x) ~ x} 4 A 0() <9 x)
> A0 <9 x) = A% 3(x) 27 )
>V xix < 3(x)} = V{xi x = 5(x)}

= Fixpx0(x) ~ V{xi x = 3(x)}

| 2
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Formalisation

Probléme d'unification

Résumé du probléeme

A {x; 8(x) ~9 x} ~ fixp,, (x) et
VA{x;0(x) = x} ~ Fixpx, d(x) ne correspondent pas.

(/\{x; 8(x) =~ x} ~ fixpx,5(x))d

= /\ {x:6(x) =7 x} =~ /\d{X; §(x) <9 x}
> A{xi 5( ) <9 x} ~ A¥{x; 0(x) =9 x}
> V{xx <6(x)} = V{xix = d(x)}

= Fixpy0(x ) ~ \/{x; x ~ §(x)}

Solution : introduire un lemme technique
V{x;0(x) = x} ~ V{x; x ~d(x)}
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Conclusion

Sommaire

Conclusion
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Conclusion

Conclusion sur le travail

m formaliser de facon détaillée,
m proche du langage naturel,
m de facon réutilisable

m des théorémes non triviaux

c'est possible!
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Conclusion

Conclusion sur le travail

m formaliser de facon détaillée,
m proche du langage naturel, compétences
m de facon réutilisable pluridisciplinaires
m des théorémes non triviaux

c'est possible!
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Conclusion

Travaux futurs

m formaliser toujours plus
m de facon encore plus naturelle

m et ajouter plus de procédures d'automatisation
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Conclusion

Travaux futurs

m formaliser toujours plus
m de facon encore plus naturelle

m et ajouter plus de procédures d'automatisation

Exemple de Buchberger

m formaliser tous les articles d'un journal

m organisés dans des bases de données actives
m pour faciliter |'accés intelligent aux connaissances

— modification du processus de publication
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Conclusion

Travaux futurs

m formaliser toujours plus
m de facon encore plus naturelle

m et ajouter plus de procédures d'automatisation

Exemple de Buchberger

m formaliser tous les articles d'un journal

m organisés dans des bases de données actives
m pour faciliter |'accés intelligent aux connaissances

— modification du processus de publication

Merci de votre attention, des questions ?
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